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Jan Peter Schäfermeyer recently made the rigidity community
aware of the work of Hilda Pollaczek-Geiringer who published
some papers on 2- and 3-dimensional trusses in the 1920’s and
30’s. [9, 10]; [4].
While Laman’s paper has no bibliography, Hilda cites

• Föppl [1] for stress/motion

• Möbius [6] for initiating the study of exceptional frameworks

• Mohr [7] for geometrically studying exceptional frameworks,

• Müller-Breslau[8](6 points on a conic),

• Frobenius [2] for a theorem on determinants

• Kötter [3] for rigid frameworks on few edges

• Liebmann [5] for exceptional frameworks and their determi-
nant

• Schur [11] for 1-extension.
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Ztschr. f angat! 
Math. udd Mech. 

F b  den Fall einer e b e n e n  Fachwerksfigur beweisen wir in der vorliegenden 
Arbeit den folgenden eiotachen Satz: 

No twend ig  u n d  h i n r e i o h e n d  d a f u r ,  d a 0  e i n  b 'achwerk v o n  k Kno ten  u n d  
(Y k - 3) S tBben b r a u c h b a r  se i ,  i s t ,  d a 0  es k e i n  T e i l s y s t e m  v o n  7, P u n k t e n  
( 4 5 7 ,  < k )  e n t h g l t ,  d i e  dn roh  m e h r  a l e  (2 2 - 3) ninnerer :  S t l lbe  mi t  e i n a n d e r  
v e r b u n d e n  s ind .  

Die Ahleitung dieses Satzes und verschiedene Anwendungen - auch auf ebene 
hiecbanismen - bilden den Gegenstand dieser Arbeit. Oegeniiber einem von F r o h e n i u s l )  
herrubrenden Satz iiber das identisohe Verschwinden von Determinanten, bei denen ein 
Teil der Elemente Nullen sind und die als Fonktion der ubrigen betrachtpt wsrdeo, weist 
unsere Aufgabe erheblicb gr Mere Sobwierigkeiten deshalb auf, weil die variablen Elemente 
in nnserem Fall nioht voneinander nnabhBngig sind. Der Beweie gelingt dnrch eine Folge 
geometriscber Ueberlegungen, in denen von verschiedenen Resultaten der Fachwerktheorie 
Cfebrauch gemacbt wird. 

I m  Raume gilt der entspreohende Satz nioht. 
Zwar ist es dort noch immer fur ein k punktiges Fach- 
werk von (3 k - 6) Stgben eine n o t w e n d i g e  Bedin- 
gunp, dab kein Teilsystem von 2 Punkten mit mehr 
als (3 7, - 6) inneren Sttiben existieren dart, aber diese 
Bedingung ist n i c h t  m e h r  h i n r e i c h e n d .  Schlie0t 
man an zwei beliebige, nicht durch einen Stab ver- 

c bundene Punkte - sie miigen 1 und 2 heiSen - eines 
brau ch b ar en st at i sch best immten Raumf a ch w erke (vgl . 
Abb. 3) ein n-Eck ( n z  3) a, b, c, . , . n so duroh 
2 n. Stlbe an, daS von jedem der n Punkte j e  ein Stab 
nach P m k t  1, einer nach Punkt 2 geht, so ist das 
Qesamtgebilde wieder statisch bestimmt, da n neue 
Punkte nnd n 3- 2 n = 3 n n m e  Stibe zu den k ur- 
spriinglichen Pnnkten und (3 k - 6) urspriinglichen 

Stllben hinzugekommen sind; es entbglt ferner, wie man leicht abztiblt, kein Teilsystem 
mit zu vie1 inneren Sttiben; dennoch ist das Qanze anbrauchbar, da dae n-Eck a, b, c, . , . n 
sich um die Verbindongsgerade der Punkte 1 und 2 ale Achse drehen kann. 

ER sol1 noch daraul hingewiesen werden, dai3 der Unteraahied zwisohen der 
O l i e  d e r u n g  n a c  h b e  weg l i c  h e n  Qehilden und gswijhnlichen Ausnahmef  a o h w e r  k e n  
niobt etwa zusammenftillt rnit dem Unterschied zwisohen e n d l i c h e r  und i n f i n i t e s i m a l e r  
Beweglichkeit. Zwei kongruente gleichgestellte Dreiecke, deren entsprechende Ecken 

durch drei parallele gleich lange Sttibe 
verbunden sind (Abb. 4) bllden ein be- 
kanntes Bei~pirl endlicher Beweglichkeit 
trotz brauchbarer Oliederung. Anderseits 
hat E. Ko t t e ra )  in einer bekannten Ar- 
beit iiber die Mijglichkrit, k Pnnkte durch 
weniger a18 2 k - 3 StUbe unverschieb- 

IRA1ZDZ+I lioh zu verbinden, Beiepiele gegeben 
(Abb. 5) (k = 8 .  s = 12, entsprechende 

Abb. 4.  Abb. 5. Seiten der beiden ineinander gesohach- 
telten Vierecke sind parallel), bei denen 

zufolge einer speziellen geometrischen Konfiguration nur infinitesimale Beweglichkeit 
vorbanden ist, trotzdem sogar die Stabanzabl geringer als (2 k - 3) ist, was gewil iden- 
tischns Verschwinden der Determinante, also Unbrauchbarkeit, zur Folge hat. Dadurch, 
da0 K Btter Systeme, die nur infinitpsimale Beweglichkeit haben, als unverschieblich 
bezeiohnet, gelangt er zu der in der Uebersohrift miner Arbeit gegebenen Formulierung. 
Vom Standpunkt der Fachwerktheorfe sind aber Falle von endlicher wie auch von in- 

Po 11 acz e k - G e i r  i nge r ,  Uebar die Glietlerung ebener Pachwerke _ _ _ ~  60 

1 

Abb. 3. 

mw 
') 0. F r o b e n i u s  BUeher zerleghare Determinanten', Sitzungsber. d Berl Akademje 1917;  XVIII. 
'J E. R & t t e r .  *Ueber die Mllglichkeit n-Punkte in der Ebene oder im Raum durch wenlger als 

2 n - 3 oder 3 n - 6 Sttlbe von ganz onvertluderlicher Lunge, unverschiebllch miteinander zu verbindens. 
Festschrift far H. MUl ler -Bree lau .  Leipzig 1912. - E. K b t t e r .  STheoretiache und exyerimentelle 
Untersuohungea Uber eine ncne Art stabiler Stabgebilder. 2. und 3. Heft der Mittellungen des Aachener 
I3ezirksvereins deutscher Ingenieure 1 9 1 3 .  

Jedes komplette anhäufungslose ebene Fachwerk ist brauchbar.

A framework on k vertices and 2k − 3 edges has an in-
finitesimally rigid realization if and only if it contains no sub-
framework on l vertices, 4 ≤ l < k and more than 2l − 3
edges.
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Note: The theorem does NOT hold in space:
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Note: There is a difference between rigidity and infinitesimal
rigidity. Rigidity may be achieved with fewer edges [3].
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Ztbchr. C angew. 
Math. undMecb. 1'01 lace e k - G e i  r i n g e  r ,  lfeber die Gliederung ebener Facliwerke _ _  _I__ ~ - -~ - - - - ___ - 62 

wird. Lassen wir hinfort die dynamlsche Seite der Frage ganz an6 dem Spiele, PO kijnnen 
wir die Siarrheit so detinieren: ,E in  F a c h w e r k  i s t  s t a r r ,  w e n n  e s  k e i n e  ihm u n e n d -  
l ich  b e n a c h b a r t e  F i g n r  g i b t ,  d i e  d i e  g l e i c h e  G l i e d e r u n g  n n d  d i e  g l e i c h e n  
S t a b l P n g e n  h a t ,  o h n e  d e r  n r R p r u n g l i c h  g e g e b e n e n  k o n g r u e n t  zu  seincc. 
Hierbei ist der Zusatz ninfinitesimalc bcnacbbart, wesentlich, da man zu elncm Gebilde, 
das nach unsrrer Definition st.arr ist, im allgemeinen duroh ,Umklappung* ein nicht kongrn- 
entes herstellen kann. 

Ein Fachwerk, das nicht starr ist, heiBt b e w e p l i c h ,  Wir wollen sagen, e8 besitze 
eine p - f a c h e  B e w e g l i u h k e i t ,  wenn es p linear nnabhlngige infinitesimale Bewegungen 
zullifit, d. h. daO das System ( 3 )  oder (4) p linear voneinander unabblngigd Lijsnngen 
aufweist. Algebraisch bedeutet das, wenn T den Rang des Qleichnngssystems (1) oder (3), 
bzw. (2) oder (4) bezeichnet: 

p - 3 k - 6 - r  . . , . . (5) oder p = 2 k - - 3 - - 1 .  . , . . . (6). 
Die Matrix eines statisch bestimmten starren Fachwerks besitzt den Rang T = 3 k - 6 
(baa. T = 2 k - 3), so daD p = 0. Sind in dem Fachweik um 1 Stabe weniger als 3 k - 6 
(bzw. 2 k -  3) vorhanden. ist es also nicht statisch bestimmt, so ist, da der Rang T nicht 
griiDer als die Siabanaahl s sein kann, pZ2. Ein Fachwerk, das weniger Stabe hat a18 
ein statisch bestimmtes von der gleichen Knotenzahl, ist alao jmmer beweglich I). 

Uiiter Struktur oder Q l i e d e r u n g  eines Fachwerks versfeht man die Angabe der 
A n z a h l  k s e i n e r  K n o t e n ,  sowie die Angabe jener P u n k t e p a a r e ,  d i e  d u r c h  S t t i be  
v e r b u n d e n  s ind .  Die Gliederung eines Fachwerks ist also durch eine Z a h l e n t a  b e l l e  
gegeben, z, B. fur die in Abb. 7 dargedellten ebenen Fachwerke durch: 

k = 6 ;  (121, @3), ( 3 4 h  ( 1 3 ) ,  (13), (241, (36), (56), (45)  . (a) 
k =  6; (12), (23), (34), (45), (56), (61), (141, ( 2 5 ) ,  (36) . (b). 

In (a) ist zwar statische Bestimmtheit k = 6, s = 9 vorhanden, aber die Verteilung der 
Stlbe ist eine derartige, daD das Fachwerk sicher nicht starr ist. Drnn das ( 2 1  lenk- 
viereck 3, 4, 5, 6 l i 6 t  eine Bewegung zu. Wie immer sechs Punkte in einer Enme 
angeordnet werden. solange die Verbindungen so gewalht werden wie in  Abb. 7a, iht das 
Fachwerk stets beweglich. Hingegen ist (7 b) ein Fachwerk (k = 6, s = 9), bei dem stoh 
aus der Qliederung allein noch nicht eninehmen l l 6 t ,  ob es beweglich ist oder nicht. 
Man weiI3, daO eiu solches Sechseck mit drei Diagonalen dann und nur dann eine (in- 
finitesimale) Beweglichkeit besitzt, wenn die secbs Eoken auf einem Kegelschnitt liepen *). 
Wenn man in beiden Ftlllen d x l  = d y ,  = d  z1 = 0 setzt, so lauten die Fachwerks- 
determinanten : 

YI - Yl 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 xr - 2 1  y4 - yl 0 0 0 0 
~ 

~ y, -- y3 2 3  - xa y3 -- y2 
iya - YI 0 0 2 4  - xr y4 - yt 0 0 0 0 
~ 0 x3 - 2 4  y3 - y4 x4 - 23 yl - y3 0 0 0 0 

0 0 0 2 4  - 2 5  94 - y5 5 s  - 2 4  y5 -- y4 0 0 

~ 0 2 3  -XI y3 - yl 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 , 

' 0  0 0 0 0 x5 -z(i y5 - yl; 2 6  - XS y6 - 9 
0 3c3 -a y3 - yl; 0 0 0 0 XI; - xa ya - ya 

und: 
ya - yi 0 0 0 0 0 0 0 0 

iy1 - y a  x3 - 2 2  yP - y a  0 0 0 0 0 0 
I 0 x3 - x4 y3 - y4 2 4  - r 3  ys - y3 0 0 0 0 
' 0  0 0 2 1  - X5 !J4 - ys X5 - X4 y5 -y4 0 0 

! o  0 0 x4 - XI y4 - y1 0 0 0 0 '  

0 0 0 0 z5 - x6 y5 - ?/B XI; - x, yti - y5 ~ 

0 0 0 0 0 0 0 %; - XI - - ~  yl j 

1 0 

1 !I1 - Y5 0 0 n 0 2 5  - 5' y5 0 0 
0 xn - 5 1 ,  y3 - g<; 0 0 0 0 ZI, - x3 yli - y3 

~~ 

') Dagegen vergl. die in der Einleitting eitierten Arbeitea von E. Kcl t ter .  
') Vergl. FuBnate 3)r  S. 59.  

hand 7, Heft 1 
Februar 1947 63 

~ ~ ~ _ _  P o 1 l ac  z e k - G e i r i n e: e r , Uebor die Qliederung ebener Fachwerke 
____.- -____ 

Die erste dieser Determinanten ist (wie man bei Entwicklung nach den ans den vier letzten 
Spalten gebildeten vierreihigen Miooren sieht), bei jeder Wahl der Koordinaten glrich 
Null. Selzen wir die zweite gleich Null, so druokt das die Bedingung aus, daS die 
Punkte 1 bis 6 auf einem Kegelschnitt liegen. Allgemein kiinnen wir sagen: Es gibt 
Gliederuugen, d e r e n  stlmtfiche R e a l i s i e r u n g e n  u n s t a r r  s i n d ,  und 0s gibt solcbe, 
die s t a r r e  u n d  unstarre R e a l i s i e r n n g e n  besitzen; Qliederungen, welche nur durch 
starre Fachwerke realisiert werden, gibt es im allgemeinen nicht; stet8 erhtllt man durch 
Nu l l se t zen  d e r  F a c h w e r k s d e t e r m i n a n t e  
cine Beziehung zwischen den Koordinaten der 0) 6) 
k Punkte, welche bei Featbalten von (k - 1) 
Ponkten eine Qleichung fiir den k-ten Punkt, 
die Gleiohung des g e f t l h r l i c h e n  Orts dieses 
Knotens ergibt I). 

Wir wollen eine Gliederung b r a u c  h - 
b a r  nennen, wenn sie mindestens e i n e  Reali- 

sonst u n b r a u c h b a r .  Der Kiirze halber wollen 

F a c h w e r k e n  sprechen, je nachdem ob ihre 
Oliederung eine brauchbare oder onbrauchbare ist. Algebraisch ist die Aufpabe, die wir 
nntersuchen wollen, im ebenen Falle so zu formulieren: zu einer Qliederung, die durch 
s = 2 k - 3 Paare der Zahlen 1 . , . k, nllhmlich aI #&, . . . a. /% gegeben ist, bilden wir 
eine Matrix aus 2 k Spalten und s Zeilen, indem wir in die i - te Zeile an die Stelle mit 
dem Index 

die Ausdriicke 

und an alle andern Stellen Nullen setzen. Die Qliederung heiflt dann und nur dann 
b r a u o h b a r ,  wenn  8 s  i r g e n d  e i n  W e r t e s y s t e m  X I  91, .  . . Xkyk g i b t ,  f u r  w e l c h e s  
d i e  M a t r i x  den  R a n g  s h a t ,  Im rhmlicben Falle mit .P = 3 k - 6 hat die Matrix von 
s Zetlen 3 k Spalten und es stehen in der i ten Zeile an der Stelle mit dem Index: 

die Ausdriicke 

und sonst uberall Nullen. Qefrsgt ist wieder, bei welcher Auswahl at,!?: der Rang f i r  
alle R'erte zil yi, zi niedriger als s ist. Offenbar liegt die Unterscheidung der Fach- 
werke in brauchbare nnd unbrauchbare tiefer als die anmeist vorgenommene in starre 
und unstarre. Statt wie iiblich fiir ein gegebenes Fachwerk durch Untersuchen der Deter- 
minante oder durch Ansetzen des Spannungsproblems liir eine allgemeine Belastung die 
Frage der Starrheit zu entscheiden, jst es zweukrnilfilg, vor allem die Brauchbarkeit seiner 
Gliederung en untersuchen, und falls erstere sich ergibt, sodann erst die Spannnngen 
wirklich zu berechnen. 

2. Forrnuliesund des Hauptsatzes. Ein ebenes Fachwerk von k Knoten, fiir 
das wfr auch kurz Fk schreiben werden, besitzt die r i o h t i g e  Anzahl von Stllben oder 
auch 8s ist kompletta),  wenn fiir die Anzahl s (k) seiner Stlbe s ( k )  = 2 k- 3 gilt 
k 7 2 .  BeRitzt es urn Y StPbe zu aenig, so sagen wir, es f e h l e n  v Stilbe oder auch, es 
beaitze Y nomine l l e  Freiheitsgrade. Ein System, dem v Stlbe fehlen, hat auch m i n -  
des t ens  Y w i r k l i c h e  Freibeitsgrade (vergl. S. SZ), da die Matrix der GI. (4) nur 
2 k - 3 - Y Zeilen besitzt, also sicher bochstens den Rang 2 k - 3 - v baben kann. 
Wir schreiben fur ein Fk, dem v Stilbe fehlen, kurz Fk(v). 

Etwa ein 
System von 2 ( I  5 k)  Punkten a; dann nennen' wir i n n e r e  Sttlbe dieses Teilsystems Sl 
eolche, die zwischen zwei Punkten von Sl verlaufen, AuDenstl lbe von 8t solche, die 

4Q3 3 

I z sierung durch ein starrea Fachwerk besitzt, i& z 

wir auch von brauchbaren oder unbrauchbaren Abb. 7 .  

3 Mi - 1, 2 OLi, 2 p( - 1 ,  2 6, 

Z a t  - =pi, yac - ypi, Z,8r - z a r ,  Yppr - yui 

3 a{ - 2, 3 ai - 1, 3ai ,  3 1 , - 2 ,  318 , - I ,  3 Bi 

2 a i  - 2~6, yai - ypi, Zai - Zpi,  Z p i -  Z a t ,  ypi - Y u t ,  Z p i  - Zac 

Wir musRen auch T e i l s y s t e m e  der k Knoten eines F#) betrachten. 

'1 Nilheres darliber vergl. etwa bei H. L i e b m a n n  BAusnahmefachwerke and ihre Determinautea. 
Munch. Ber. 1920, S. 197 bia 227. 

') Der Auadruck *statisch beatimmt. wird von nun an vermieden, we11 wir  die Anzahlbedingung 
such RUf Teile des Fachwerkes anwenden wollen, wobei dieser Ansdrnek dann keine Bedeutuug bittte. 
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Ztbchr. C angew. 
Math. undMecb. 1'01 lace e k - G e i  r i n g e  r ,  lfeber die Gliederung ebener Facliwerke _ _  _I__ ~ - -~ - - - - ___ - 62 

wird. Lassen wir hinfort die dynamlsche Seite der Frage ganz an6 dem Spiele, PO kijnnen 
wir die Siarrheit so detinieren: ,E in  F a c h w e r k  i s t  s t a r r ,  w e n n  e s  k e i n e  ihm u n e n d -  
l ich  b e n a c h b a r t e  F i g n r  g i b t ,  d i e  d i e  g l e i c h e  G l i e d e r u n g  n n d  d i e  g l e i c h e n  
S t a b l P n g e n  h a t ,  o h n e  d e r  n r R p r u n g l i c h  g e g e b e n e n  k o n g r u e n t  zu  seincc. 
Hierbei ist der Zusatz ninfinitesimalc bcnacbbart, wesentlich, da man zu elncm Gebilde, 
das nach unsrrer Definition st.arr ist, im allgemeinen duroh ,Umklappung* ein nicht kongrn- 
entes herstellen kann. 

Ein Fachwerk, das nicht starr ist, heiBt b e w e p l i c h ,  Wir wollen sagen, e8 besitze 
eine p - f a c h e  B e w e g l i u h k e i t ,  wenn es p linear nnabhlngige infinitesimale Bewegungen 
zullifit, d. h. daO das System ( 3 )  oder (4) p linear voneinander unabblngigd Lijsnngen 
aufweist. Algebraisch bedeutet das, wenn T den Rang des Qleichnngssystems (1) oder (3), 
bzw. (2) oder (4) bezeichnet: 

p - 3 k - 6 - r  . . , . . (5) oder p = 2 k - - 3 - - 1 .  . , . . . (6). 
Die Matrix eines statisch bestimmten starren Fachwerks besitzt den Rang T = 3 k - 6 
(baa. T = 2 k - 3), so daD p = 0. Sind in dem Fachweik um 1 Stabe weniger als 3 k - 6 
(bzw. 2 k -  3) vorhanden. ist es also nicht statisch bestimmt, so ist, da der Rang T nicht 
griiDer als die Siabanaahl s sein kann, pZ2. Ein Fachwerk, das weniger Stabe hat a18 
ein statisch bestimmtes von der gleichen Knotenzahl, ist alao jmmer beweglich I). 

Uiiter Struktur oder Q l i e d e r u n g  eines Fachwerks versfeht man die Angabe der 
A n z a h l  k s e i n e r  K n o t e n ,  sowie die Angabe jener P u n k t e p a a r e ,  d i e  d u r c h  S t t i be  
v e r b u n d e n  s ind .  Die Gliederung eines Fachwerks ist also durch eine Z a h l e n t a  b e l l e  
gegeben, z, B. fur die in Abb. 7 dargedellten ebenen Fachwerke durch: 

k = 6 ;  (121, @3), ( 3 4 h  ( 1 3 ) ,  (13), (241, (36), (56), (45)  . (a) 
k =  6; (12), (23), (34), (45), (56), (61), (141, ( 2 5 ) ,  (36) . (b). 

In (a) ist zwar statische Bestimmtheit k = 6, s = 9 vorhanden, aber die Verteilung der 
Stlbe ist eine derartige, daD das Fachwerk sicher nicht starr ist. Drnn das ( 2 1  lenk- 
viereck 3, 4, 5, 6 l i 6 t  eine Bewegung zu. Wie immer sechs Punkte in einer Enme 
angeordnet werden. solange die Verbindungen so gewalht werden wie in  Abb. 7a, iht das 
Fachwerk stets beweglich. Hingegen ist (7 b) ein Fachwerk (k = 6, s = 9), bei dem stoh 
aus der Qliederung allein noch nicht eninehmen l l 6 t ,  ob es beweglich ist oder nicht. 
Man weiI3, daO eiu solches Sechseck mit drei Diagonalen dann und nur dann eine (in- 
finitesimale) Beweglichkeit besitzt, wenn die secbs Eoken auf einem Kegelschnitt liepen *). 
Wenn man in beiden Ftlllen d x l  = d y ,  = d  z1 = 0 setzt, so lauten die Fachwerks- 
determinanten : 

YI - Yl 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 xr - 2 1  y4 - yl 0 0 0 0 
~ 

~ y, -- y3 2 3  - xa y3 -- y2 
iya - YI 0 0 2 4  - xr y4 - yt 0 0 0 0 
~ 0 x3 - 2 4  y3 - y4 x4 - 23 yl - y3 0 0 0 0 

0 0 0 2 4  - 2 5  94 - y5 5 s  - 2 4  y5 -- y4 0 0 

~ 0 2 3  -XI y3 - yl 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 , 

' 0  0 0 0 0 x5 -z(i y5 - yl; 2 6  - XS y6 - 9 
0 3c3 -a y3 - yl; 0 0 0 0 XI; - xa ya - ya 

und: 
ya - yi 0 0 0 0 0 0 0 0 

iy1 - y a  x3 - 2 2  yP - y a  0 0 0 0 0 0 
I 0 x3 - x4 y3 - y4 2 4  - r 3  ys - y3 0 0 0 0 
' 0  0 0 2 1  - X5 !J4 - ys X5 - X4 y5 -y4 0 0 

! o  0 0 x4 - XI y4 - y1 0 0 0 0 '  

0 0 0 0 z5 - x6 y5 - ?/B XI; - x, yti - y5 ~ 

0 0 0 0 0 0 0 %; - XI - - ~  yl j 

1 0 

1 !I1 - Y5 0 0 n 0 2 5  - 5' y5 0 0 
0 xn - 5 1 ,  y3 - g<; 0 0 0 0 ZI, - x3 yli - y3 

~~ 

') Dagegen vergl. die in der Einleitting eitierten Arbeitea von E. Kcl t ter .  
') Vergl. FuBnate 3)r  S. 59.  
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Die erste dieser Determinanten ist (wie man bei Entwicklung nach den ans den vier letzten 
Spalten gebildeten vierreihigen Miooren sieht), bei jeder Wahl der Koordinaten glrich 
Null. Selzen wir die zweite gleich Null, so druokt das die Bedingung aus, daS die 
Punkte 1 bis 6 auf einem Kegelschnitt liegen. Allgemein kiinnen wir sagen: Es gibt 
Gliederuugen, d e r e n  stlmtfiche R e a l i s i e r u n g e n  u n s t a r r  s i n d ,  und 0s gibt solcbe, 
die s t a r r e  u n d  unstarre R e a l i s i e r n n g e n  besitzen; Qliederungen, welche nur durch 
starre Fachwerke realisiert werden, gibt es im allgemeinen nicht; stet8 erhtllt man durch 
Nu l l se t zen  d e r  F a c h w e r k s d e t e r m i n a n t e  
cine Beziehung zwischen den Koordinaten der 0) 6) 
k Punkte, welche bei Featbalten von (k - 1) 
Ponkten eine Qleichung fiir den k-ten Punkt, 
die Gleiohung des g e f t l h r l i c h e n  Orts dieses 
Knotens ergibt I). 

Wir wollen eine Gliederung b r a u c  h - 
b a r  nennen, wenn sie mindestens e i n e  Reali- 

sonst u n b r a u c h b a r .  Der Kiirze halber wollen 

F a c h w e r k e n  sprechen, je nachdem ob ihre 
Oliederung eine brauchbare oder onbrauchbare ist. Algebraisch ist die Aufpabe, die wir 
nntersuchen wollen, im ebenen Falle so zu formulieren: zu einer Qliederung, die durch 
s = 2 k - 3 Paare der Zahlen 1 . , . k, nllhmlich aI #&, . . . a. /% gegeben ist, bilden wir 
eine Matrix aus 2 k Spalten und s Zeilen, indem wir in die i - te Zeile an die Stelle mit 
dem Index 

die Ausdriicke 

und an alle andern Stellen Nullen setzen. Die Qliederung heiflt dann und nur dann 
b r a u o h b a r ,  wenn  8 s  i r g e n d  e i n  W e r t e s y s t e m  X I  91, .  . . Xkyk g i b t ,  f u r  w e l c h e s  
d i e  M a t r i x  den  R a n g  s h a t ,  Im rhmlicben Falle mit .P = 3 k - 6 hat die Matrix von 
s Zetlen 3 k Spalten und es stehen in der i ten Zeile an der Stelle mit dem Index: 

die Ausdriicke 

und sonst uberall Nullen. Qefrsgt ist wieder, bei welcher Auswahl at,!?: der Rang f i r  
alle R'erte zil yi, zi niedriger als s ist. Offenbar liegt die Unterscheidung der Fach- 
werke in brauchbare nnd unbrauchbare tiefer als die anmeist vorgenommene in starre 
und unstarre. Statt wie iiblich fiir ein gegebenes Fachwerk durch Untersuchen der Deter- 
minante oder durch Ansetzen des Spannungsproblems liir eine allgemeine Belastung die 
Frage der Starrheit zu entscheiden, jst es zweukrnilfilg, vor allem die Brauchbarkeit seiner 
Gliederung en untersuchen, und falls erstere sich ergibt, sodann erst die Spannnngen 
wirklich zu berechnen. 

2. Forrnuliesund des Hauptsatzes. Ein ebenes Fachwerk von k Knoten, fiir 
das wfr auch kurz Fk schreiben werden, besitzt die r i o h t i g e  Anzahl von Stllben oder 
auch 8s ist kompletta),  wenn fiir die Anzahl s (k) seiner Stlbe s ( k )  = 2 k- 3 gilt 
k 7 2 .  BeRitzt es urn Y StPbe zu aenig, so sagen wir, es f e h l e n  v Stilbe oder auch, es 
beaitze Y nomine l l e  Freiheitsgrade. Ein System, dem v Stlbe fehlen, hat auch m i n -  
des t ens  Y w i r k l i c h e  Freibeitsgrade (vergl. S. SZ), da die Matrix der GI. (4) nur 
2 k - 3 - Y Zeilen besitzt, also sicher bochstens den Rang 2 k - 3 - v baben kann. 
Wir schreiben fur ein Fk, dem v Stilbe fehlen, kurz Fk(v). 

Etwa ein 
System von 2 ( I  5 k)  Punkten a; dann nennen' wir i n n e r e  Sttlbe dieses Teilsystems Sl 
eolche, die zwischen zwei Punkten von Sl verlaufen, AuDenstl lbe von 8t solche, die 

4Q3 3 

I z sierung durch ein starrea Fachwerk besitzt, i& z 

wir auch von brauchbaren oder unbrauchbaren Abb. 7 .  

3 Mi - 1, 2 OLi, 2 p( - 1 ,  2 6, 

Z a t  - =pi, yac - ypi, Z,8r - z a r ,  Yppr - yui 

3 a{ - 2, 3 ai - 1, 3ai ,  3 1 , - 2 ,  318 , - I ,  3 Bi 

2 a i  - 2~6, yai - ypi, Zai - Zpi,  Z p i -  Z a t ,  ypi - Y u t ,  Z p i  - Zac 

Wir musRen auch T e i l s y s t e m e  der k Knoten eines F#) betrachten. 

'1 Nilheres darliber vergl. etwa bei H. L i e b m a n n  BAusnahmefachwerke and ihre Determinautea. 
Munch. Ber. 1920, S. 197 bia 227. 

') Der Auadruck *statisch beatimmt. wird von nun an vermieden, we11 wir  die Anzahlbedingung 
such RUf Teile des Fachwerkes anwenden wollen, wobei dieser Ansdrnek dann keine Bedeutuug bittte. 
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einen der 1 Punkte von St mit einem Sl nicht angehorenden Punkt verbinden; iiir 1 = k 
gibt 8s natiirlich nur innere Stlbe. Wir sagen dann 1 Punkte eines Fk bilden ein k o m -  
p l e t t e s  S y s t e m  von Punkten oder eine komplette Punktgruppe, wenn sie 2 1 - 3 innere 
Stlbe besitzen; wichtig ist nun der Fall, da6 es in einem Fk(v) eine Qruppe von 1 Puukten 
gibt, die m e h r  a l s  2 1  - 3 i n n e r e  S t & b e  bcsitzt. In  dem Falle sagen wir, diese 
Punktgruppe bilde eine A n h l u f u n g  nnd das Fachwerk enthalte eine Anhlufung. Be- 
trachten wir 8 .  B. das Fachwerk der Abb. 7s .  Das ist ein F6 mit neun Sttlben, also 

richtiger Qesamtanzahl. Es besitzt eine Anhlufung, denn die 
Qruppe der 1 = 4 Punkte 1, 2, 3, 4 besitzt sechs statt fiinl 
innere StBbe; Abb. 8 zcigt ein Fachwerk mit k = 8, s = 13, 
also im ganzen richtiger Stabanzahl. Das Fachwerk besitzt 
eine Anhtiufung, denn die Qruppe dcr fiint Punkte 1, 2, 3, 4, 5 
besitzt acht statt siebeu innere Stllbe, ebenso besitzt die Cfrnppe 
1, 2, 3, 4,  5 ,  6 statt neun inneren Stlben zehn solche. Man 
sieht iibrigens leicht, da5 beide genannten Fachwerke unbrauch- 
bar sind, da in dem ersten dae bewegliche Viereck 3, 4, 5 ,  6, 
in dem andern das bewcgliche Ftinfeck 2, 4, 6, 7, 8 auftritt; 

das F6 wie auch das F8 besitzt je e i n e n  wirklichen Frejheitsgrad. Es ibt noch zu 
bemerkeu, daO bei 1 < 4 Anhlufungen nicht moglich sind, da fur 1 = 2 und 1 = 3 

Ahh. 8. 

~njzj  :a 
Neben den inneren Sttlben eines I-punktigen Systems S1 betrachten wlr noch die 

i n n e r e n  u n d  luOeren Sttlbe zusammen .  Bemerkenqwert ist hier der Fall, da% diese 
Anzahl k l e i n e r  als 2 1 ist; dann besitzt das System Si zu w e n i g  Lu5ere uud innere 
Stlbe. Dies ist der Fall in Abb. 7 s ;  hier ist die zwei-punktige Qruppe 5, 6 eine, die a n  
luDeren und inneren Stllben zusammen weniger als vier, nlmlich nur drei StBbe besitzt; 
und in Abb. 8 gilt dasselbe fiir die Oruppe 7, 8. Man sieht leicht, daO die beiden er- 
wlhnten UmstLnde stets gekoppelt auftieten, d. h. da6 der satz gilt: 

i n  e inem k o m p l e t t e n  IG e i n e  A n h l u f u n g  von 1 P u n k t e n ,  d. h. 
e in  T e i l s y s t e m  v o n  1 2 4  P u n k t e n ,  d a s  n m  e >  0 m e h r  a l s  2 1 - 3  i n n e r e  S t l b e  
e n t h l l t ,  so g i b t  8 s  a u c h  e i n e  G r u p p e  von  nz=k- l  P u n k t e n ,  d i e  u m  e w e n i g e r  
a l s  2 ni EluOere und  i n n e r e  S t l b e  e n t h a l t .  

Denn die Restgruppe, die aus den k Punkten von Fk mit Ausnahme der 1 Punkte 
von S, besteht, besitzt k - 1  = m  Punkte und ihre BuOeren u n d  i n n e r e n  S t l b e  zu- 
sammen  sind: Al le  Sitlbe des Fachwerkes bis auf die i n n e r e n  &&be der 81 also: 

G ib t  

(2  k - 3 ) - ( 2  1 - 3 + e )  = 2 (k - 1) - e = 2772 - e . 
Wir konnen jetzt uuseren Hauptnatz aussprechen: Nicht nur hat das Auftreten 

einer Anhlufung hei kompletten Fachwerken Unbrauchbarkeit der Cfliederung zur Folge 
- dies ist sehr leicht zu sehen und gilt auch im Raum - sondern auch umgekehrt ist 
die Anhaufung das e l n z l g e  Vorkommnis, das bei kompletten ebenen Fachwerken Un- 
brauchbarkeit hervorrnft; d. h. jedes komplette unbrauchbare Fk besitzt notwendig eine 
Anhllufung, oder such: 

H a u p t s a t z :  J e d e s  e b e n e  komple t t e  a n h l u f u n g s l o s e  Fk i s t  b r a u c h b a r .  
Nehmen wir die triviale Umkehruibg dazu, so konnen wir auch sagen: 
E i n  komple t t e s  e b e n e s  Fk i s t  d a n n  u n d  n u r  d a n n  b r a n o h b a r ,  wenn  es 

a n  h l u f u  n gsf r e i  i s t .  
Dieser Satz, dessen Qultigkeit durchaus auf die Ebene besohrllnkt ist, gibt dort 

das gewiinschte einfache, rein a b z l h l e n d e  Kriterium fur Branohbarkeit. Man hat also 
blo% Oruppen von 1 Punkten k > 12 4 zu bilden und zuzusehen, ob sich eine findet, die 
mehr als 2 1 - 3 innere Stllbe enthllt. Ffndet sich keine, dann und nur d a m  ist das 
vorgelegte Fk brauchbar. 

3. Beweis hn einfachsten Fall. Wir beweisen den Hauptsatz duroh vollstlndige 
Induktion, d. h. wir zeigen ihu fur ein Fachwerk von a Knoten, unter der Annahme, daB 
er fiir jades Fachwerk Pa-1 erwiesen ist. Diese Annahme ist gestattet, da der Satz ffir 
a = 3 richtig ist, denn ein komplettes F3 hat offenbar die Qliederung eines D r e i e c k s  
und ist als solches brauchbar. 

Beim Beweis sind drei Fllle zu unterscheiden, von denen zwei sogleich erledigt 
sind, der dritte genauere Betrachtungen erfordert. Wir gehen davon aus, dafl 6s be- 

If a framework on k vertices and 2k − 3 edges contains an l-
subset A of vertices spanning 2l − 3 + ρ edges, then there also
exists an m-subset B of vertices such that 2m − ρ edges have
an endpoint in B, where m = k − l.
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number of vertices and uses a combinatorial lemma and a kine-
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Wir konnen jetzt den Hi l f s  s a t e  beweisen, der im allgemeinen Fall den Uebergang 
vom anhaufungslosen P a  zum anhtlufongslosen Fa-1 vermittelt : 

W e n n  es  i n  e i n e m  a n h B u f u n g s l o s e n  Pk(y) ( 9 7 0 )  e i n  P u n k t e t r i p e l  1, 2, 3 
g i b t ,  s o  daO j e d e s  d e r  d r e i  P u n k t e p a a r e  ( 1 , 2 ) ,  ( 1 , 3 ) ,  ( 2 , 3 )  d e s  T r i p e l s  e i n e m  
k o m p l e t t e n  S y s t e m  angeh i i r t ,  e t w a  (1, 2) e inem 88, ( I ,  3) e i n e m  S,, (2 ,3 )  e i n e m  
Sl, s o  g i b t  e s  a u c h  e in  komple t t e s  Sys t em S, dem a l l e  d r e i  P u n k t e  1, 2, 3 
a n g e  h iir e n. 

Der Satz ist naturlich trivial, wenn das Gesamtfachwerk selbst komplett ist, Y = 0. 
Es ist wichtig zu iiberlegen, dab die kompletten Systeme Si (i = 1, 2, 3) auch zum Teil 
oder jedes bloS aus zwei Punkten mit Stab bestehen kjnnen, z. B. Sl = dem Stab (2, 3), 
denn in der Ebene sind j a  zwei Punkte mit Stab dazwischen ein komplettes System; dieser 
Fall ist also nicht gesondert zu betrachten. Es sind beim Beweise zwei Moglichkeiten 
zn unterscheiden : 

a) Irgend zwei der Syeteme, etwa IS’l und Sa haben einen Durohschnitt D12 von 
d 2 2 Punkten; dann ist (vgl. S. 66) D, a notwendig komplett, daher mud auch 8 1 2  komplett 
sein und da S l a  sicher alle drei Punkte 1, 2, 3 enthtllt, so ist d a s  g e s u c h t e  S=Sia. 

b) Keine zwei der Systeme S, (i = 1, 2 ,  3) baben einen Durchschnitt von d 2 2 
Punkten; dann bilden wir die Snmme von allen dreien. Es besitzt, wenn S, (i = 1 ,  2 ,  3) 
ki Punkte und 2 k, - 3 Stabe besitzt die Summe S1 a 3 aller drei Systeme m = (kl + k2 
f 7c3 - 3) Puokte. Denn je zwei der 8, haben einen und nur einen Punkt gemeinsam 
(z. B. S1 und Sa den Punkt 3), so da% bei Bildung von S1 + S2 + S3 die drei Punkte 
1, 2, 3 doppelt gezllhlt werden. An Sttlben besitzt S ~ a s  aber mindestens (2  k 1 - 3) + 
( 2 7 ~ 2  - 3 ) + ( 2  kt - 3) da keine zwei der S, einen Stab gemeinsam haben. Da nun: 

ist, so besitzt S~aa mindestens die richtige Stabanzabl und - wegen der vorausgesetzten 
Anhtlufongslosigkeit - auch nicht mehr, ist also komplett. S l 2 3  iet also das gesuchte 
komplette S. A d  diesem einfachen Hilfssatz beraht der Beweis. I m  R a u m  g i l t  
e i n  e n t s p r e c h e n d e r  Hi l f s sa t z  n i ch t ;  dies bildet dort den Ausgangspunkt groSer 
Schwierigkeiten. 

5. Kinematfscher Hilfssatz. Neben dem eben erledigten Hilfssatz, der den 
Uebergang von einem a n h l u f n n g s l o s c n  E’h zu einem a n h a u f n n g s l o s e n  Pt-1 ver- 
mitteln wird, benutzen wir einen z w e i t e n  Hi l f s sa t z ,  der es gestattet, von einem s t a r r e n  
kompletten durch AnhBngen eines drei-stlbigen Knotens zu einem s t a r r e n  kom- 
pletten Fk uberzugehen. Beim zwei-stabigen Knoten war das sehr einfach; beim drei- 
stlbigen Knoten ermiiglicht den gesuohten Uebergang ein sehr bekannter Satz der Fach- 
werkslehre, der oft als das nzweite Bildungsgesetzcc kompletter starrer Fachwerke bezeichnet 
wird ’). 

Aus  e i n e m  s t a r r e n  k o m p l e t t e n  A-1 e r h l l t  m a n  e i n  s t a r r e s  k o m p l e t t e s  
Pk w e n n  m a n  e i n e n  b e l i e b i g e n  S t a b  (m, n) h e r a n s n i m m t ,  - d i e s  e r g i b t  e i n  
4-1(~) - u n d  d a n n  a n  d r e i  s o l c h e P u n k t e  1, 2 ,  3 d i e  d u r c h H e r a u s n a h m e  v o n  
(m, n) e i n e  g e g e n s e i t i g e  B e w e g l i c h k e i t  e r l a n g t  h a b e n ,  e i n c n  d r e i . s t a b i g e n  
K n o t e n  k so  a n h l n g t ,  d a s  bloD k n ich t  au f  e i n e m  g e w i s s e n  K e g e l s c h n i t t  dem 
s o g e n a n n t e n  > > g e f l h r l i c h e n  Ort. v o n  k, den man in FA-l(l) einzeichnen kann, z u  
l i e g e n  k o m m t  (Abb. 12). 

(2 kl - 3) + ( 2  ka - 3)  + (2 k3 - 3) = 2 (kl + k, + k3 - 3) - 3 = 2 ??? - 3 

- 

h --------;- 
I n  Abb. 1 2  ist FK--1 ein Funfeck mit zwei Diagonalen; 

( ) t i ,  hangen; wir n) wollen = (1 ,  zu an 5 ) ;  dem die nach Punkte Zweck seiner 1, zeichnen 3,  Herausnahme 5 einen wir neuen in Fs(l) Knoten ergibt seinen sich k = 6  vollig FS(’) an- , & _,’ 

bestimmten gefahrlichen Ort ein, einen Kegelschnitt, der not- 

der Abb. 1 2  ist er ein K r e i s ,  der auch durch die Punkte 2 
und 4 geht); weun wir dann den Knoten 6 an 1, 3, 5 so an- 
hangen, dab 6 uicht auf dem genannten Kegelschnitt K liegt, 

Nr. 1) die Oleichung des gefabrlichen Orts, indem man die 

wendig durch die Ponkte 1, 3, 5 geht (in dem speziellen Fall 4 

\ 

\ 

80 ist das entstehende 1;;; gewid starr. Man erhalt (vergl. 3 

Fachwerkdeterminante D von F,+ gleioh Null setzt. HBlt man Abb. 12. 

I) Vergl. z. B. I?. S c h u r ,  Gixphisohe Stntik. Leipzig 1915, Satz 39, 8. 115. 
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~ . . - - P 0 11 ac z Q k - u e i r i n ge  r , b b o r  die Gliederung ebener Facliwerko - _- 

Wir konnen jetzt den Hi l f s  s a t e  beweisen, der im allgemeinen Fall den Uebergang 
vom anhaufungslosen P a  zum anhtlufongslosen Fa-1 vermittelt : 

W e n n  es  i n  e i n e m  a n h B u f u n g s l o s e n  Pk(y) ( 9 7 0 )  e i n  P u n k t e t r i p e l  1, 2, 3 
g i b t ,  s o  daO j e d e s  d e r  d r e i  P u n k t e p a a r e  ( 1 , 2 ) ,  ( 1 , 3 ) ,  ( 2 , 3 )  d e s  T r i p e l s  e i n e m  
k o m p l e t t e n  S y s t e m  angeh i i r t ,  e t w a  (1, 2) e inem 88, ( I ,  3) e i n e m  S,, (2 ,3 )  e i n e m  
Sl, s o  g i b t  e s  a u c h  e in  komple t t e s  Sys t em S, dem a l l e  d r e i  P u n k t e  1, 2, 3 
a n g e  h iir e n. 

Der Satz ist naturlich trivial, wenn das Gesamtfachwerk selbst komplett ist, Y = 0. 
Es ist wichtig zu iiberlegen, dab die kompletten Systeme Si (i = 1, 2, 3) auch zum Teil 
oder jedes bloS aus zwei Punkten mit Stab bestehen kjnnen, z. B. Sl = dem Stab (2, 3), 
denn in der Ebene sind j a  zwei Punkte mit Stab dazwischen ein komplettes System; dieser 
Fall ist also nicht gesondert zu betrachten. Es sind beim Beweise zwei Moglichkeiten 
zn unterscheiden : 

a) Irgend zwei der Syeteme, etwa IS’l und Sa haben einen Durohschnitt D12 von 
d 2 2 Punkten; dann ist (vgl. S. 66) D, a notwendig komplett, daher mud auch 8 1 2  komplett 
sein und da S l a  sicher alle drei Punkte 1, 2, 3 enthtllt, so ist d a s  g e s u c h t e  S=Sia. 

b) Keine zwei der Systeme S, (i = 1, 2 ,  3) baben einen Durchschnitt von d 2 2 
Punkten; dann bilden wir die Snmme von allen dreien. Es besitzt, wenn S, (i = 1 ,  2 ,  3) 
ki Punkte und 2 k, - 3 Stabe besitzt die Summe S1 a 3 aller drei Systeme m = (kl + k2 
f 7c3 - 3) Puokte. Denn je zwei der 8, haben einen und nur einen Punkt gemeinsam 
(z. B. S1 und Sa den Punkt 3), so da% bei Bildung von S1 + S2 + S3 die drei Punkte 
1, 2, 3 doppelt gezllhlt werden. An Sttlben besitzt S ~ a s  aber mindestens (2  k 1 - 3) + 
( 2 7 ~ 2  - 3 ) + ( 2  kt - 3) da keine zwei der S, einen Stab gemeinsam haben. Da nun: 

ist, so besitzt S~aa mindestens die richtige Stabanzabl und - wegen der vorausgesetzten 
Anhtlufongslosigkeit - auch nicht mehr, ist also komplett. S l 2 3  iet also das gesuchte 
komplette S. A d  diesem einfachen Hilfssatz beraht der Beweis. I m  R a u m  g i l t  
e i n  e n t s p r e c h e n d e r  Hi l f s sa t z  n i ch t ;  dies bildet dort den Ausgangspunkt groSer 
Schwierigkeiten. 

5. Kinematfscher Hilfssatz. Neben dem eben erledigten Hilfssatz, der den 
Uebergang von einem a n h l u f n n g s l o s c n  E’h zu einem a n h a u f n n g s l o s e n  Pt-1 ver- 
mitteln wird, benutzen wir einen z w e i t e n  Hi l f s sa t z ,  der es gestattet, von einem s t a r r e n  
kompletten durch AnhBngen eines drei-stlbigen Knotens zu einem s t a r r e n  kom- 
pletten Fk uberzugehen. Beim zwei-stabigen Knoten war das sehr einfach; beim drei- 
stlbigen Knoten ermiiglicht den gesuohten Uebergang ein sehr bekannter Satz der Fach- 
werkslehre, der oft als das nzweite Bildungsgesetzcc kompletter starrer Fachwerke bezeichnet 
wird ’). 

Aus  e i n e m  s t a r r e n  k o m p l e t t e n  A-1 e r h l l t  m a n  e i n  s t a r r e s  k o m p l e t t e s  
Pk w e n n  m a n  e i n e n  b e l i e b i g e n  S t a b  (m, n) h e r a n s n i m m t ,  - d i e s  e r g i b t  e i n  
4-1(~) - u n d  d a n n  a n  d r e i  s o l c h e P u n k t e  1, 2 ,  3 d i e  d u r c h H e r a u s n a h m e  v o n  
(m, n) e i n e  g e g e n s e i t i g e  B e w e g l i c h k e i t  e r l a n g t  h a b e n ,  e i n c n  d r e i . s t a b i g e n  
K n o t e n  k so  a n h l n g t ,  d a s  bloD k n ich t  au f  e i n e m  g e w i s s e n  K e g e l s c h n i t t  dem 
s o g e n a n n t e n  > > g e f l h r l i c h e n  Ort. v o n  k, den man in FA-l(l) einzeichnen kann, z u  
l i e g e n  k o m m t  (Abb. 12). 

(2 kl - 3) + ( 2  ka - 3)  + (2 k3 - 3) = 2 (kl + k, + k3 - 3) - 3 = 2 ??? - 3 

- 

h --------;- 
I n  Abb. 1 2  ist FK--1 ein Funfeck mit zwei Diagonalen; 

( ) t i ,  hangen; wir n) wollen = (1 ,  zu an 5 ) ;  dem die nach Punkte Zweck seiner 1, zeichnen 3,  Herausnahme 5 einen wir neuen in Fs(l) Knoten ergibt seinen sich k = 6  vollig FS(’) an- , & _,’ 

bestimmten gefahrlichen Ort ein, einen Kegelschnitt, der not- 

der Abb. 1 2  ist er ein K r e i s ,  der auch durch die Punkte 2 
und 4 geht); weun wir dann den Knoten 6 an 1, 3, 5 so an- 
hangen, dab 6 uicht auf dem genannten Kegelschnitt K liegt, 

Nr. 1) die Oleichung des gefabrlichen Orts, indem man die 

wendig durch die Ponkte 1, 3, 5 geht (in dem speziellen Fall 4 

\ 

\ 

80 ist das entstehende 1;;; gewid starr. Man erhalt (vergl. 3 

Fachwerkdeterminante D von F,+ gleioh Null setzt. HBlt man Abb. 12. 

I) Vergl. z. B. I?. S c h u r ,  Gixphisohe Stntik. Leipzig 1915, Satz 39, 8. 115. 

6* 

67 
t?aud 7, Heft i 
Februar 1927 

~ . . - - P 0 11 ac z Q k - u e i r i n ge  r , b b o r  die Gliederung ebener Facliwerko - _- 

Wir konnen jetzt den Hi l f s  s a t e  beweisen, der im allgemeinen Fall den Uebergang 
vom anhaufungslosen P a  zum anhtlufongslosen Fa-1 vermittelt : 

W e n n  es  i n  e i n e m  a n h B u f u n g s l o s e n  Pk(y) ( 9 7 0 )  e i n  P u n k t e t r i p e l  1, 2, 3 
g i b t ,  s o  daO j e d e s  d e r  d r e i  P u n k t e p a a r e  ( 1 , 2 ) ,  ( 1 , 3 ) ,  ( 2 , 3 )  d e s  T r i p e l s  e i n e m  
k o m p l e t t e n  S y s t e m  angeh i i r t ,  e t w a  (1, 2) e inem 88, ( I ,  3) e i n e m  S,, (2 ,3 )  e i n e m  
Sl, s o  g i b t  e s  a u c h  e in  komple t t e s  Sys t em S, dem a l l e  d r e i  P u n k t e  1, 2, 3 
a n g e  h iir e n. 

Der Satz ist naturlich trivial, wenn das Gesamtfachwerk selbst komplett ist, Y = 0. 
Es ist wichtig zu iiberlegen, dab die kompletten Systeme Si (i = 1, 2, 3) auch zum Teil 
oder jedes bloS aus zwei Punkten mit Stab bestehen kjnnen, z. B. Sl = dem Stab (2, 3), 
denn in der Ebene sind j a  zwei Punkte mit Stab dazwischen ein komplettes System; dieser 
Fall ist also nicht gesondert zu betrachten. Es sind beim Beweise zwei Moglichkeiten 
zn unterscheiden : 

a) Irgend zwei der Syeteme, etwa IS’l und Sa haben einen Durohschnitt D12 von 
d 2 2 Punkten; dann ist (vgl. S. 66) D, a notwendig komplett, daher mud auch 8 1 2  komplett 
sein und da S l a  sicher alle drei Punkte 1, 2, 3 enthtllt, so ist d a s  g e s u c h t e  S=Sia. 

b) Keine zwei der Systeme S, (i = 1, 2 ,  3) baben einen Durchschnitt von d 2 2 
Punkten; dann bilden wir die Snmme von allen dreien. Es besitzt, wenn S, (i = 1 ,  2 ,  3) 
ki Punkte und 2 k, - 3 Stabe besitzt die Summe S1 a 3 aller drei Systeme m = (kl + k2 
f 7c3 - 3) Puokte. Denn je zwei der 8, haben einen und nur einen Punkt gemeinsam 
(z. B. S1 und Sa den Punkt 3), so da% bei Bildung von S1 + S2 + S3 die drei Punkte 
1, 2, 3 doppelt gezllhlt werden. An Sttlben besitzt S ~ a s  aber mindestens (2  k 1 - 3) + 
( 2 7 ~ 2  - 3 ) + ( 2  kt - 3) da keine zwei der S, einen Stab gemeinsam haben. Da nun: 

ist, so besitzt S~aa mindestens die richtige Stabanzabl und - wegen der vorausgesetzten 
Anhtlufongslosigkeit - auch nicht mehr, ist also komplett. S l 2 3  iet also das gesuchte 
komplette S. A d  diesem einfachen Hilfssatz beraht der Beweis. I m  R a u m  g i l t  
e i n  e n t s p r e c h e n d e r  Hi l f s sa t z  n i ch t ;  dies bildet dort den Ausgangspunkt groSer 
Schwierigkeiten. 

5. Kinematfscher Hilfssatz. Neben dem eben erledigten Hilfssatz, der den 
Uebergang von einem a n h l u f n n g s l o s c n  E’h zu einem a n h a u f n n g s l o s e n  Pt-1 ver- 
mitteln wird, benutzen wir einen z w e i t e n  Hi l f s sa t z ,  der es gestattet, von einem s t a r r e n  
kompletten durch AnhBngen eines drei-stlbigen Knotens zu einem s t a r r e n  kom- 
pletten Fk uberzugehen. Beim zwei-stabigen Knoten war das sehr einfach; beim drei- 
stlbigen Knoten ermiiglicht den gesuohten Uebergang ein sehr bekannter Satz der Fach- 
werkslehre, der oft als das nzweite Bildungsgesetzcc kompletter starrer Fachwerke bezeichnet 
wird ’). 

Aus  e i n e m  s t a r r e n  k o m p l e t t e n  A-1 e r h l l t  m a n  e i n  s t a r r e s  k o m p l e t t e s  
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K n o t e n  k so  a n h l n g t ,  d a s  bloD k n ich t  au f  e i n e m  g e w i s s e n  K e g e l s c h n i t t  dem 
s o g e n a n n t e n  > > g e f l h r l i c h e n  Ort. v o n  k, den man in FA-l(l) einzeichnen kann, z u  
l i e g e n  k o m m t  (Abb. 12). 

(2 kl - 3) + ( 2  ka - 3)  + (2 k3 - 3) = 2 (kl + k, + k3 - 3) - 3 = 2 ??? - 3 
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h --------;- 
I n  Abb. 1 2  ist FK--1 ein Funfeck mit zwei Diagonalen; 

( ) t i ,  hangen; wir n) wollen = (1 ,  zu an 5 ) ;  dem die nach Punkte Zweck seiner 1, zeichnen 3,  Herausnahme 5 einen wir neuen in Fs(l) Knoten ergibt seinen sich k = 6  vollig FS(’) an- , & _,’ 

bestimmten gefahrlichen Ort ein, einen Kegelschnitt, der not- 

der Abb. 1 2  ist er ein K r e i s ,  der auch durch die Punkte 2 
und 4 geht); weun wir dann den Knoten 6 an 1, 3, 5 so an- 
hangen, dab 6 uicht auf dem genannten Kegelschnitt K liegt, 

Nr. 1) die Oleichung des gefabrlichen Orts, indem man die 

wendig durch die Ponkte 1, 3, 5 geht (in dem speziellen Fall 4 
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80 ist das entstehende 1;;; gewid starr. Man erhalt (vergl. 3 

Fachwerkdeterminante D von F,+ gleioh Null setzt. HBlt man Abb. 12. 
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6* 



Home Page

Title Page

JJ II

J I

Page 10 of 22

Go Back

Full Screen

Close

Quit

•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

Generalization of the main theorem to mechanisms.

Lemma:

Band 7, Heft 1 
Februar 1927 Pol laczek-Gei r inger ,  Ueber die Gliederung ebener Fachwerke '71 

dern (Y + 1) Stabe fehlen. Wir behaupten, daS es moglich ist, einen Erganzungsstab an- 
hlufungslos in eines der drei Punktepaare (1, a),  ( 2 , 3 ) ,  (3,1) einzuziehen. Dies ist so, 
denn der Hilfssate von Nr. 4, auf dem diese Moglichkeit beruht, war j a  f i i t  Gebilde, 
denen beliebig vie1 Stabe fehlen, ausgesprochen. Oehijrte also jedes der fraglichen drei 
Pnnktepaare einem kompletten System & an, (i = 1, 2 ,3 ) ,  so g lbe  es in Fhyft) ein kom- 
plettes System S, dem alle drei Punkte 1, 2, 3 angehoren, daber gBbe es nach Anhlogen 
des drei-stabigen Knotens a eine Anhlufung im gegebenen Fa('). Da das nach Voraus- 
setzung nicht der Fall ist, ist mindestens einer der Platze (1, 2), (2, 3), (1, 3) .frei((, und 
dort ziehen wir den ErgLnzungsstab ein. Das so erhaltene FfLl is6 anhlufungslos, hat 
daher nach Vorauesetzung g e n a u  Y B e w e g l i c h k e i t e n .  Durch Herausnahme des Er- 
ganznngsstabes erhalt e~ nm eine Beweglichkeit mehr, da ihm dann um einen Stab 
mehr fehlt, und zwar mussen speziell die zwei Punkte, zwiechen denen wir ihn heraus- 
genommen haben, dabei eine gegenseitige Beweglichkeit erlnngt haben, denn wlre das 
nicht der Fall, so konnte ja durch Wiedereinziehen des Erganrungsstabes zwischen ihnen 
die im Oanzen neu vorhandene Beweglichkeit nicht verecbwinden ; daher besitaen nach 
Herausnabme des Erglnzungsstabes die drei Punkte 1, 2, 3 mindestens eine gegenseitige 
Beweglichkeit. E i  n e  Beweglichkeit zwischen ihnen wird aber duroh Wiederanhlngen 
des drei-stlbigen Knotens (Y zerslort. Daher erha'teu wir, wie behauptet, ein dem Cfe- 
gebenen gleichgegliedertes Fa(') mit g e n a u Y B e w e g 1 i c h k e i t 8 n. 

Wir hatten diesen Satz auoh auf den Hauptsatz von Nr. 6 zuriickfuhren kiinnen, 
unter Verwendung des folgenden H i l f s s a t z e s :  

I n  e i n  a n h l u f u n g s l o s e s  F#), d e m  v S t l b e  f e h l e n ,  k a n n  m a n  s t e t s  
v S t a b e  s o  e i n z i e h e n ,  d a b  d a s  e n t s t e h e n d e  F,( w i e d e r  a n h l u f u n g s l o s  i s t .  

Dieser Satz geht fiber dns soeben hier wie auch in 6 bei Einziehen des Ergan- 
zungsstabes Benutzte hinaue, nicht so sehr weil jetzt Y Erganzungsstabe anblufungslos 
eingezogen werden sollen und fruher e i n e r ,  das ist unwesentlich; aber fruher wu6te 
man, da6 das Ff;;), in das der Erganrungsstab eingezogen werden sollte, aus einem 
anhlufungslosen Fa(') durch Abbrechen einw dreistlbigen Knotens entstanden war. Der 
eben genannte Satz gilt aber fur j e d e s  Fk(v), von dem wir blo6 wissen, dab ihm Y Stlbe 
fehlen und es anhaufungslos ist. Wir wollen diesen Satz hier, nm Raum zu sparen, 
nicht beweisen; er l lbt  sich durch AbzShlungen, deren Grundlagen in den in Nr. 4 ent- 
wickelten Beziehungen liegen, einsehen. Man sieht leicht, wie mit seiner Hilfe die Ver- 
allgemeinerung des Hauptsatzes sich ergibt : Denn haben wir ein Fa('), das anhlufungs- 
10s ist und dem Y Stiibe fehlen, so ziehen wir v Erganzungsstabe so ein, daS das ent- 
stehende komplette Fa noch immer anhaufungslos ist; dann ist PB n a c h  d e m  H a n p t -  
s a t z  b r a u c h b a r .  Nehmen wir die Y Erganzungsstabe wieder herans, so entsteht ein 
Fa('), das genan Y Beweglichkeiten besitrt; denn mehr als Y Beweglichkeiten konnten ja 
durch Wiedereinziehen der Y Ergtinzungsstabe nicht zerstort werden. 

9. Zusammenhang zwischen ,,komplett" und ,,stam'. Wir folgern schliefilich 
aus dem verallgemeinerten Hauptsatz einen diesem im weaentlichen lquivalenten Satz, dBr 
die Einfachheit der Verhlltnisse in der Ebene besonders anschaulich charakterisiert. Oe- 
geben sei ein anhlufungsloses Pkcd) dem v > 0 Stabe fehlen, und in dern zwei Punkte 1 
und 2 starr, verbunden sind, ohne daO ein Stab zwischen ihnen ist. Das F k f U )  hat nach 
dem verallgemeinerten Hauptsatz genau Y Beweglichkeiten. Da die Punkte 1 und 2 starr 
verbunden sind, konnen wir einen Stab zwiscben ihnen einziehen, ohne da6 an der 
Beweglichkeit des ganzen Gebildes etwas geandert wird. Wir erhalten dann ein Fkb-l) 
dem Y - 1 Stabe fehlen. Da es aber ncch immer v Bewegliohkeiten bezitzt, mub es nach 
dem verallgemeinerten Hauptsatz eine Anhtiufung besitzen und rwar eine, der die Punkte 
I und 2 angehoren, da die Anhaufung j a  erst durch Einzieben von (1, 2)  entstanden ist. 
Es gibt a160 im betrachteten Fkjv--l) ein System von I1 4 Punkten, darunter die Punkte 
1 und 2, das gerade (2 1 - 3) + 1 Stabe besitzt; nimmt man den Stab (1, 2) jetzt wieder 
weg, so erkennt man, dab es im Fk(y) ein kompletles Vystem von 1 Punkten und 2 1 - 3 
Staben gegeben haben muO, dem die Punkte 1 und 2 angehoren. Wir erkennen somit den 
charakteristischen Zusammenhang zwischen Starrheit und unseren abzahlenden Begriffen: 

dem v S t P b e  f e h l e n ,  i r g e n d  z w e i  
P u n k t e  s t a r r  v e r b u n d e n  s i n d ,  s o  g i b t  e s  s t e t s  e in  komple t t e s  Sys t em,  dem sie 
angehoren .  

____ ~~ ~~ 

W e n n  i n  e inem a n h l u f u n g s l o s e n  

Bieser Satz igt charakteristisch fur die Ebene. Irn Raum gilt er beineswep% 

An independent edge set on k vertices and size 2k− 3− ν may

be augmented by ν edges to a rigid and independent set on the
same vertex set.
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Characteristic for the plane

Band 7, Heft 1 
Februar 1927 Pol laczek-Gei r inger ,  Ueber die Gliederung ebener Fachwerke '71 

dern (Y + 1) Stabe fehlen. Wir behaupten, daS es moglich ist, einen Erganzungsstab an- 
hlufungslos in eines der drei Punktepaare (1, a),  ( 2 , 3 ) ,  (3,1) einzuziehen. Dies ist so, 
denn der Hilfssate von Nr. 4, auf dem diese Moglichkeit beruht, war j a  f i i t  Gebilde, 
denen beliebig vie1 Stabe fehlen, ausgesprochen. Oehijrte also jedes der fraglichen drei 
Pnnktepaare einem kompletten System & an, (i = 1, 2 ,3 ) ,  so g lbe  es in Fhyft) ein kom- 
plettes System S, dem alle drei Punkte 1, 2, 3 angehoren, daber gBbe es nach Anhlogen 
des drei-stabigen Knotens a eine Anhlufung im gegebenen Fa('). Da das nach Voraus- 
setzung nicht der Fall ist, ist mindestens einer der Platze (1, 2), (2, 3), (1, 3) .frei((, und 
dort ziehen wir den ErgLnzungsstab ein. Das so erhaltene FfLl is6 anhlufungslos, hat 
daher nach Vorauesetzung g e n a u  Y B e w e g l i c h k e i t e n .  Durch Herausnahme des Er- 
ganznngsstabes erhalt e~ nm eine Beweglichkeit mehr, da ihm dann um einen Stab 
mehr fehlt, und zwar mussen speziell die zwei Punkte, zwiechen denen wir ihn heraus- 
genommen haben, dabei eine gegenseitige Beweglichkeit erlnngt haben, denn wlre das 
nicht der Fall, so konnte ja durch Wiedereinziehen des Erganrungsstabes zwischen ihnen 
die im Oanzen neu vorhandene Beweglichkeit nicht verecbwinden ; daher besitaen nach 
Herausnabme des Erglnzungsstabes die drei Punkte 1, 2, 3 mindestens eine gegenseitige 
Beweglichkeit. E i  n e  Beweglichkeit zwischen ihnen wird aber duroh Wiederanhlngen 
des drei-stlbigen Knotens (Y zerslort. Daher erha'teu wir, wie behauptet, ein dem Cfe- 
gebenen gleichgegliedertes Fa(') mit g e n a u Y B e w e g 1 i c h k e i t 8 n. 

Wir hatten diesen Satz auoh auf den Hauptsatz von Nr. 6 zuriickfuhren kiinnen, 
unter Verwendung des folgenden H i l f s s a t z e s :  

I n  e i n  a n h l u f u n g s l o s e s  F#), d e m  v S t l b e  f e h l e n ,  k a n n  m a n  s t e t s  
v S t a b e  s o  e i n z i e h e n ,  d a b  d a s  e n t s t e h e n d e  F,( w i e d e r  a n h l u f u n g s l o s  i s t .  

Dieser Satz geht fiber dns soeben hier wie auch in 6 bei Einziehen des Ergan- 
zungsstabes Benutzte hinaue, nicht so sehr weil jetzt Y Erganzungsstabe anblufungslos 
eingezogen werden sollen und fruher e i n e r ,  das ist unwesentlich; aber fruher wu6te 
man, da6 das Ff;;), in das der Erganrungsstab eingezogen werden sollte, aus einem 
anhlufungslosen Fa(') durch Abbrechen einw dreistlbigen Knotens entstanden war. Der 
eben genannte Satz gilt aber fur j e d e s  Fk(v), von dem wir blo6 wissen, dab ihm Y Stlbe 
fehlen und es anhaufungslos ist. Wir wollen diesen Satz hier, nm Raum zu sparen, 
nicht beweisen; er l lbt  sich durch AbzShlungen, deren Grundlagen in den in Nr. 4 ent- 
wickelten Beziehungen liegen, einsehen. Man sieht leicht, wie mit seiner Hilfe die Ver- 
allgemeinerung des Hauptsatzes sich ergibt : Denn haben wir ein Fa('), das anhlufungs- 
10s ist und dem Y Stiibe fehlen, so ziehen wir v Erganzungsstabe so ein, daS das ent- 
stehende komplette Fa noch immer anhaufungslos ist; dann ist PB n a c h  d e m  H a n p t -  
s a t z  b r a u c h b a r .  Nehmen wir die Y Erganzungsstabe wieder herans, so entsteht ein 
Fa('), das genan Y Beweglichkeiten besitrt; denn mehr als Y Beweglichkeiten konnten ja 
durch Wiedereinziehen der Y Ergtinzungsstabe nicht zerstort werden. 

9. Zusammenhang zwischen ,,komplett" und ,,stam'. Wir folgern schliefilich 
aus dem verallgemeinerten Hauptsatz einen diesem im weaentlichen lquivalenten Satz, dBr 
die Einfachheit der Verhlltnisse in der Ebene besonders anschaulich charakterisiert. Oe- 
geben sei ein anhlufungsloses Pkcd) dem v > 0 Stabe fehlen, und in dern zwei Punkte 1 
und 2 starr, verbunden sind, ohne daO ein Stab zwischen ihnen ist. Das F k f U )  hat nach 
dem verallgemeinerten Hauptsatz genau Y Beweglichkeiten. Da die Punkte 1 und 2 starr 
verbunden sind, konnen wir einen Stab zwiscben ihnen einziehen, ohne da6 an der 
Beweglichkeit des ganzen Gebildes etwas geandert wird. Wir erhalten dann ein Fkb-l) 
dem Y - 1 Stabe fehlen. Da es aber ncch immer v Bewegliohkeiten bezitzt, mub es nach 
dem verallgemeinerten Hauptsatz eine Anhtiufung besitzen und rwar eine, der die Punkte 
I und 2 angehoren, da die Anhaufung j a  erst durch Einzieben von (1, 2)  entstanden ist. 
Es gibt a160 im betrachteten Fkjv--l) ein System von I1 4 Punkten, darunter die Punkte 
1 und 2, das gerade (2 1 - 3) + 1 Stabe besitzt; nimmt man den Stab (1, 2) jetzt wieder 
weg, so erkennt man, dab es im Fk(y) ein kompletles Vystem von 1 Punkten und 2 1 - 3 
Staben gegeben haben muO, dem die Punkte 1 und 2 angehoren. Wir erkennen somit den 
charakteristischen Zusammenhang zwischen Starrheit und unseren abzahlenden Begriffen: 

dem v S t P b e  f e h l e n ,  i r g e n d  z w e i  
P u n k t e  s t a r r  v e r b u n d e n  s i n d ,  s o  g i b t  e s  s t e t s  e in  komple t t e s  Sys t em,  dem sie 
angehoren .  

____ ~~ ~~ 

W e n n  i n  e inem a n h l u f u n g s l o s e n  

Bieser Satz igt charakteristisch fur die Ebene. Irn Raum gilt er beineswep% 
Minimally dependent edge sets are rigid.

Not true in higher dimensions.



Home Page

Title Page

JJ II

J I

Page 12 of 22

Go Back

Full Screen

Close

Quit

•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

Algebraic interpretation:

Ztschr. f. an ew. 
Math. nnd d c h .  F o p  p I ,  Berechnung tler Biegungsschwingungeaabl einer Welle __- 7 2  ~- ~ - - _- ____ 

10. Algebraische Inferpretatfon des Hauptsatzes. Erinnern wir uns, daf3 eine 
Anhlufung von I Punkten (vergl. Nr. 2) fur ein komplettes Elk die Existens einer Qruppe 
von (k - 1) Punkten bedeutet, die an luderen und inneren Stlben zusammen weniger als 
2 (k - 2) besitzt. Das bedeutet algebraisch, d a l  in der Matrix der Fachwerksgleichungen 
(4) eine Gruppe von 2 (k - 2) Spalten auftritt, entsprechend den genannten (7; - 1)  Punkten 
mit weniger als 2 (X - 1)  von Null verschiedenen Zeilen (vergl. z. B. die letzten vier Spalten 
in der ersten Matrix auf S. 62). Das identiscbe Verschwinden einer Fachwerkdeterminante, 
welches ja per definitionem Unbrauchbarkeit bedeutet, bringt also zufolge unserem Haupt- 
satae stets dieses spezielle Vorkommnis mit sich. 

I n  d e r  Mat r ix  v o n  2 k - 3  Ze i l en  u n d  2 k  K o l o n n e n  d e r  F a c h w e r k s -  
g l e i c h u n g e n  (4) v e r s o h w i n d e t  d a n n  n n d  n u r  d a n n  Beine  (2  k - 3) r e i h i g e  
D e t e r m i n a n t e  iden t i soh ,  wenn  es i n  d i e s e r  Mat r ix  k e i n e  G r u p p e  von  
p ( p < Z k -  3)  S p a l t e n  g i b t ,  i n  d e r  a l l e  E l e m e n t e  g l e i c h  N u l l  s ind ,  w e l c h e  
d i e se  p S p a l t e n  mit  m e h r  a l s  ( 2 k -  3) - p  Z e i l e n  g e m e i n s a m  haben .  

Algebraisch sieht man ubrigens am einfachsten die (bereits in Nr. 7 gezeigte) tri- 
viale U m k e h r u n g  u n s e r e s  H a u p t s a t z e s ,  da man sofort sieht, dab eine Determinante, 
die (znfolge einer Anhlnfnng) eine Gruppe von p Spalten der eben oharakterisierten Art 
enthalt, identisch versohwindet. 

Der hier gefundene Determinantenansatz hat eine Beziehung zu einem einfaoheren 
Satz, der sich auf das identische Verschwinden von Determinanten mit v o n  e i n a n  d e r 
u n a b h l n g  i g e n E 1 em e n t e n bezieht. Man betrachtet nilmlioh eine Determinante, in 
der - so wie bei unserer - gewisse Plltze mit Nullen besetzt sind, gewisse mit variabeln 
Oliedern, und fragh, wie eine solche Determinante gegliedert sein musse, d. h. wle die 
Nullen verteilt und angeordnet sein miissen, damit sie identisch verschwinde. Es gilt 
dann ein von F r o b e n i u s  (1. o 1) gezeigter Satz, der unserem analog ist: ,Eine Deter- 
minante n-ter Ordnung, deren Elemente zum Teil Nullen sind, wtihrend die ubrigen 
unabhangige Verilnderliche sind, verschwindet der Oliedernng nach, d. h. identisch in 
den unabhlngigen Verilnderlichen, dann und nur dann, wenn wenigstens eine Gruppe 
von p Zeilen existiert, in der mehr als n - p  Spalten rnit lauter Nullen besetzt 6ind.a 
DaB fur die e b e n e  F a c h w e r k s d e t e r m i n a n t e ,  in der die Qlieder so vielfllltig von- 
einander abhilngen, ein entspreohender Satz noch immer gilt, ist der algebraisobe Inhalt 
unseres Hanptsatzes. 720 

D. h. es gilt der Satz: 

Berechnung der Biegungsschwingungszahl einer Welle, 
die mit mehreren Lasten behafief ist. 

Von 0. FOPPL, Braunschweig. 
ur umlaufende Maschinen ist es wiohtig, die minutliche Biegungsschwingungszahl nk 
der Welle festzustellen, da die Drehzahl der Maschine zweoks Vermeidung von F ltesonanzerscheinungen nicht mit i l k  zusammenfallen dad. Wenn mehrere Massen 

auf der Welle sitzen, hat man ?ik bisher so bereohnet, dab man die elastische Linie, die 
bei der Schwingung auftritt, geschtltzt und nach dein Verfahren der Nlherungsfolgen 
doroh mehrfache Integration der wahren schwingungselastischen L i n k  angenlhert hat I). 

Als erste Schltzung benutzte man gewohnlich die statische elastische Linie, nach der sioh 
die Welle infolge der Erdanaiehung durchbiegt. Unter Benutsung der Mafisttibe kann 
man aus der Zeichnnng die Eigenschwingungsdauer TI ermitteln. Das Verfahren ist um- 
stgndlich durch die wiederholte Konstruktion von elastischen Linien, die vie1 Zeichenarbeit 
erfordert. Im Nachlolgenden wird eine Qleichung abgeleitet, die es erlanbt, am der 
statischen elastischen Linie unmittelbar rnit sehr weitgehender Genanigkeit die Eigen- 
schwingungszahl zu ermitteln. 

Wir gehen von der Differentialgleichung der elastischen Linie aus : 

(1) 

in der y die Durchbiegung in der Entfernung x vom linken Auflager, M dae Biegnngs- 
moment, J das Trlgheitsmoment, (das ebenfalls mit 3c verilnderlich sein kann), und E den 

A. S t o d o l a ,  *Die Dampfturbinen', Springer 1922,  S. 381ff. - C. P f l e i d e r e r ,  *Die Kreiuel- 
pumpen*, Springer 1924,  S. 276 ff. - 0. F a p p l ,  SQrundztige der technischen Schwinpungslehre~, Springer 
1923, S. 29ff. 

- 

In a rigidity matrix with 2k− 3 rows and 2k columns no 2k− 3
sub-determinant is identically zero if and only if there is no p-
set of columns (p < 2k − 3) where all elements are zero which
these p columns have in common with more than (2k − 3) − p
rows.
Frobenius [2] A determinant of order n some of whose elements
are zero and the others independent variables is identically equal
to zero if and only if there exists at least a group of p rows in
which more than n− p columns contain all zeros.
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Frobenius didn’t think highly of graph theory:

Frobenius: Über zerlegbare Determinanten 27 <

negativ, so verschwinden alle Elemente von C , demnach alle Elemente

der /?ten Spalte, und mithin ist s = 0.

Die Theorie der Graphen, mittels deren Hr. König den obigen

Satz abgeleitet hat, ist nach meiner Ansicht ein wenig geeignetes Hilfs-

mittel für die Entwicklung der Determinantentheorie. In diesem Falle

führt sie zu einem ganz speziellen Satze von geringem Werte. Was
von seinem Inhalt Wert hat, ist in dem Satze II ausgesprochen.

Ausgegeben am 19. April.
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Laman [4]’s motivation:
...If definitions are given at all they tend to excel by ambiguity
and obscurity. For the purpose of this paper clear definitions are
indispensable. That is why we give new definitions of skeletal
structure and of (infinitesimal) rigidity.
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Hilda’s 3D paper [10]

• combinatorial proof that triangulations of the sphere are
rigid.

• augmentation of 3D Henneberg moves

• some practical examples
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Henneberg and Hilda moves
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Hilda’s examples

375 Rand 12, Heft li 
Dcde,ilber 1532 P o 11  a c z e k - G e j r i n e r , Zur Gliederungsbheorie raumlicher Fachwerke 

4. Beispiele. Wir wollen nun zum Schlufj einige Anwendungen der hier behandelten 
Klasse brauchbarer Fachwerke schildern. Bisher haben wir uns nur mit freien Fachwerken 
beschaftigt. Ein geschlossenes Polyedergerust bedarf zu seiner S t u t z u n g naturlich sechs 
Stiitzstabe, z. B. kann eines seiner Dreiecke festgelegt werden. 

Fur die praktischeverwendung als K u p p e l n ,  K r a n e ,  F l u g z e u g g e r u s t e  mufj man 
aber auch offene P o 1 y e d e r s c h a 1 e n  betrachten. Wenn man diese zweckmahig lagert, so 
bilden sie zusammen mit den geschlossenen Systenien wohl die Grundform der gebrauchlichen 
Raumfachwerke. Wir wollen zunachst die Stutzung offener Schalen kurz besprechen und 
sodann Beispiele geben. 

Eine Dreieckscha 

Abb. Rn. A bb. :1 b. 

3 von k Knoten mit x inneren und e = k - x Ran1 knoten besitzt, wie 
man leicht abzahlt, (2 k - 3) + x = 2 e + '3 x - 3 Stabe (um so vie1 mehr Stabe als ein statisch 
bestimmtes ebenes Dreieckfachwerk, als ,,innere'' Punkte vorhanden sind). Die Randpunkte 
bilden ein geschlossenes Polygon. In einfachster Weise kann man eine Stutzung erhalten, 
wenn man drei Erdpunkte wahlt und die e Punkte mit diesen drei Punkten durch (ef3) 

P 

S b b .  4. Abb. .i. 

Stabe so verbindet, dali lauter Dreiecke entstehen (man kann z. B. drei Rollenlager und 
(e  - 3) Kugellager anbringen), dann hat man im ganzen (2 e + 3 x -- 3) + (e t 3) = 3 (e + 2) : 3 k 
Stabe, also statische Bestimmtheit, a b e r a u c h B r a u c h b a r k  e i t  ; denn wenn man die drei 
Erdpunkte noch durch ein aus Dreiecken bestehendes ,,Erdfachwerk" verbunden denkt, stellt 
das Ganze wieder ein Dreieckpolyeder dar, ist also als solclies brauchbar. 

Abb. 3 a  zeigt diese Stiitzung fur e = 6. Man kann aber ohne weiteres, um eine giinstigere, 
inehr symmetrische Lagerung zu erhalten, statt dreien beliebig viele Erdpunkte bis zu (e + 3 )  
hochstens einfuhren: Denkt man die sechs Randpunkte in Abb. 3 a  rnit 1, 2,  . . 6  bezeichnet, 
die drei Erdpunkte mit I, 11, IT1 und z. B. (16) entfernt, so erhalt 6 gegen I gewib eine 
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Hilda’s examples

375 Rand 12, Heft li 
Dcde,ilber 1532 P o 11  a c z e k - G e j r i n e r , Zur Gliederungsbheorie raumlicher Fachwerke 
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Klasse brauchbarer Fachwerke schildern. Bisher haben wir uns nur mit freien Fachwerken 
beschaftigt. Ein geschlossenes Polyedergerust bedarf zu seiner S t u t z u n g naturlich sechs 
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Fur die praktischeverwendung als K u p p e l n ,  K r a n e ,  F l u g z e u g g e r u s t e  mufj man 
aber auch offene P o 1 y e d e r s c h a 1 e n  betrachten. Wenn man diese zweckmahig lagert, so 
bilden sie zusammen mit den geschlossenen Systenien wohl die Grundform der gebrauchlichen 
Raumfachwerke. Wir wollen zunachst die Stutzung offener Schalen kurz besprechen und 
sodann Beispiele geben. 

Eine Dreieckscha 

Abb. Rn. A bb. :1 b. 

3 von k Knoten mit x inneren und e = k - x Ran1 knoten besitzt, wie 
man leicht abzahlt, (2 k - 3) + x = 2 e + '3 x - 3 Stabe (um so vie1 mehr Stabe als ein statisch 
bestimmtes ebenes Dreieckfachwerk, als ,,innere'' Punkte vorhanden sind). Die Randpunkte 
bilden ein geschlossenes Polygon. In einfachster Weise kann man eine Stutzung erhalten, 
wenn man drei Erdpunkte wahlt und die e Punkte mit diesen drei Punkten durch (ef3) 
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S b b .  4. Abb. .i. 

Stabe so verbindet, dali lauter Dreiecke entstehen (man kann z. B. drei Rollenlager und 
(e  - 3) Kugellager anbringen), dann hat man im ganzen (2 e + 3 x -- 3) + (e t 3) = 3 (e + 2) : 3 k 
Stabe, also statische Bestimmtheit, a b e r a u c h B r a u c h b a r k  e i t  ; denn wenn man die drei 
Erdpunkte noch durch ein aus Dreiecken bestehendes ,,Erdfachwerk" verbunden denkt, stellt 
das Ganze wieder ein Dreieckpolyeder dar, ist also als solclies brauchbar. 

Abb. 3 a  zeigt diese Stiitzung fur e = 6. Man kann aber ohne weiteres, um eine giinstigere, 
inehr symmetrische Lagerung zu erhalten, statt dreien beliebig viele Erdpunkte bis zu (e + 3 )  
hochstens einfuhren: Denkt man die sechs Randpunkte in Abb. 3 a  rnit 1, 2,  . . 6  bezeichnet, 
die drei Erdpunkte mit I, 11, IT1 und z. B. (16) entfernt, so erhalt 6 gegen I gewib eine 
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Hilda’s examples

Ztschr.  X. arigew. I' o 1 1 a c z e k - & e i r i n g 8 r , Zur Gliederunjistheorie rkumlicher Fachwerlie M a th .  und Mech. 3'76 

Beweglichkeit, daher auch gegen einen festen Erdpunkt IV, der an I, 11, I11 durch drei 
Stabe des Erdfacliwerkes angeschlossen gedacht wird, mail kann also z. B. 6 I entfernen und 
dafur 6 I V  rinziehen usf. 2. B. kann ich im ganzen sechs Erdpunkte einfuhren und so an- 
schlieken, wie Abb. 3 b es zeigt, und schliefilich naturlich auch noch mehr Erdpunkte, bis zu 
neun solchen, falls dies Vorteile bietet. --- A bb. 1 zeigt ein Beispiel eines K u p p  e 1 s y s t e m s  
mit e = 12 unteren Ringpunkten und zwblf Erdpunkten. Derartige Dreiecksysteme sind, wie 
zu Beginn dieses Abschnittes bernerkt, dadurcli ausgezeichnet, dak die R e d  u k t i o n 
zwecks Spannungsermittlung hier rnit absoluter Sicherheit vor sich gchen kann, ausgehend 
von einem 3-, 4. oder 5-stabigen Knoten; man braucht nur immer die Ersatzsttibe so einzu- 
ziehen, dah wieder ein Dreieckgerust der behandelten Art entsteht ; dann ist man der Brauch- 
barkeit der bei den Einzelschritten auftretenden Systeme sicher. - Ein weiteres Beispiel 
bildet ein F 1 u g z e u g r u  ni p f ,  bestehend aus vier Liingswanden, die zunachst in Rechtecke, 
und diese sodann in Dreiecke unterteilt sind. Diese werden nach vorne und ruckwarts ab- 

Abb. G. Abb. 5 .  Abb. 8. 

geschlossen durch jc eine Grenzwand, riickwarts ist diese ein V i e r e c k (0 h n e A u s s t e i f u n g 
durch eine D i a g o n  a 1 e), dementsprechend miissen fur die Stutzung sieben Stutzstabe ver- 
wendet werden I*), - A b  b. 5 zeigt ein nach obigeni Prinzip aufgebautes raiumliches K r a n  - 
f a c h w e r k .  - Abb.  6 gibt die Gliederung der in Geltow (bei Berlin) stehenden eigenartig 
ausselienden Funkmaste, die sich dem behandelten Schema unterordnet. (Will man dasselbe 
Prinzip bei lauter gleichlangen Stiiben mit v i e r eckigen Ringen (A b b. 7) durchfiihren, wobei 
die vier Punkte des untersten Ringes durch acht Stutzstabe festgelegt sind, so erhalt man ein 
statisch bestimmtes Fachwerk mit brauchbarer Gliederung (es ist die Gliederung einer 
Schwed le r -Kuppe l j  mit e n d l i c h e r  B e w e g l i c h k e i t .  Dies sei erwahnt als ein Beispiel 
dnfur, dak der Unterschied zwischen Unbrauchbarkeit und Unstarrheit auch im Raume nicht 
zusammenfallt mit dem zwischen endlicher und infinitesimaler Beweglichkeit. Ein noch ein- 
facheres Beispiel hierfur bieten iibrigens die sogenannten B r i ca r  d schen 0 k t a e d e r , die 
endliche Beweglichkeit besitzen.) 

Schlieklich ist in A b b. 8 ein G e r u s t ganz iihnlich den1 des T u r m e s von Halberstadt 
~kizziert '~),  (die ,,unsichtbaren" Linien sind in der Abb. der Ubersichtlichkeit halber nur teil- 
weise - gestrichelt - eingezeichnet) das mit seinen vier- bzw. achtgliedrigen Ringen ein 
weiteres Beispiel dieser Anordnung bietet. - Wie diese Anwendungen zeigen, sind die hier 
behandelten Gliederungen dem praktischen Statiker gelaufig, eben deslialb durfte die hier 
gegebene mehr prinzipielle Untersuchung viclleiclit nicht unnotig erscheinen. 270 

1 4 )  H. E b I I  e r , D. V. L. Juhresber. 1931, 8. 269 bis t'dh. 
l 6 )  Dic ,.Hutte", 25. Aufl., Bd. 3, 8. 314, Abb. 1:h. 
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Hilda’s examples

Ztschr.  X. arigew. I' o 1 1 a c z e k - & e i r i n g 8 r , Zur Gliederunjistheorie rkumlicher Fachwerlie M a th .  und Mech. 3'76 
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und diese sodann in Dreiecke unterteilt sind. Diese werden nach vorne und ruckwarts ab- 

Abb. G. Abb. 5 .  Abb. 8. 

geschlossen durch jc eine Grenzwand, riickwarts ist diese ein V i e r e c k (0 h n e A u s s t e i f u n g 
durch eine D i a g o n  a 1 e), dementsprechend miissen fur die Stutzung sieben Stutzstabe ver- 
wendet werden I*), - A b  b. 5 zeigt ein nach obigeni Prinzip aufgebautes raiumliches K r a n  - 
f a c h w e r k .  - Abb.  6 gibt die Gliederung der in Geltow (bei Berlin) stehenden eigenartig 
ausselienden Funkmaste, die sich dem behandelten Schema unterordnet. (Will man dasselbe 
Prinzip bei lauter gleichlangen Stiiben mit v i e r eckigen Ringen (A b b. 7) durchfiihren, wobei 
die vier Punkte des untersten Ringes durch acht Stutzstabe festgelegt sind, so erhalt man ein 
statisch bestimmtes Fachwerk mit brauchbarer Gliederung (es ist die Gliederung einer 
Schwed le r -Kuppe l j  mit e n d l i c h e r  B e w e g l i c h k e i t .  Dies sei erwahnt als ein Beispiel 
dnfur, dak der Unterschied zwischen Unbrauchbarkeit und Unstarrheit auch im Raume nicht 
zusammenfallt mit dem zwischen endlicher und infinitesimaler Beweglichkeit. Ein noch ein- 
facheres Beispiel hierfur bieten iibrigens die sogenannten B r i ca r  d schen 0 k t a e d e r , die 
endliche Beweglichkeit besitzen.) 

Schlieklich ist in A b b. 8 ein G e r u s t ganz iihnlich den1 des T u r m e s von Halberstadt 
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l 6 )  Dic ,.Hutte", 25. Aufl., Bd. 3, 8. 314, Abb. 1:h. 



Home Page

Title Page

JJ II

J I

Page 21 of 22

Go Back

Full Screen

Close

Quit

•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

Hilda’s examples

Ztschr.  X. arigew. I' o 1 1 a c z e k - & e i r i n g 8 r , Zur Gliederunjistheorie rkumlicher Fachwerlie M a th .  und Mech. 3'76 

Beweglichkeit, daher auch gegen einen festen Erdpunkt IV, der an I, 11, I11 durch drei 
Stabe des Erdfacliwerkes angeschlossen gedacht wird, mail kann also z. B. 6 I entfernen und 
dafur 6 I V  rinziehen usf. 2. B. kann ich im ganzen sechs Erdpunkte einfuhren und so an- 
schlieken, wie Abb. 3 b es zeigt, und schliefilich naturlich auch noch mehr Erdpunkte, bis zu 
neun solchen, falls dies Vorteile bietet. --- A bb. 1 zeigt ein Beispiel eines K u p p  e 1 s y s t e m s  
mit e = 12 unteren Ringpunkten und zwblf Erdpunkten. Derartige Dreiecksysteme sind, wie 
zu Beginn dieses Abschnittes bernerkt, dadurcli ausgezeichnet, dak die R e d  u k t i o n 
zwecks Spannungsermittlung hier rnit absoluter Sicherheit vor sich gchen kann, ausgehend 
von einem 3-, 4. oder 5-stabigen Knoten; man braucht nur immer die Ersatzsttibe so einzu- 
ziehen, dah wieder ein Dreieckgerust der behandelten Art entsteht ; dann ist man der Brauch- 
barkeit der bei den Einzelschritten auftretenden Systeme sicher. - Ein weiteres Beispiel 
bildet ein F 1 u g z e u g r u  ni p f ,  bestehend aus vier Liingswanden, die zunachst in Rechtecke, 
und diese sodann in Dreiecke unterteilt sind. Diese werden nach vorne und ruckwarts ab- 

Abb. G. Abb. 5 .  Abb. 8. 

geschlossen durch jc eine Grenzwand, riickwarts ist diese ein V i e r e c k (0 h n e A u s s t e i f u n g 
durch eine D i a g o n  a 1 e), dementsprechend miissen fur die Stutzung sieben Stutzstabe ver- 
wendet werden I*), - A b  b. 5 zeigt ein nach obigeni Prinzip aufgebautes raiumliches K r a n  - 
f a c h w e r k .  - Abb.  6 gibt die Gliederung der in Geltow (bei Berlin) stehenden eigenartig 
ausselienden Funkmaste, die sich dem behandelten Schema unterordnet. (Will man dasselbe 
Prinzip bei lauter gleichlangen Stiiben mit v i e r eckigen Ringen (A b b. 7) durchfiihren, wobei 
die vier Punkte des untersten Ringes durch acht Stutzstabe festgelegt sind, so erhalt man ein 
statisch bestimmtes Fachwerk mit brauchbarer Gliederung (es ist die Gliederung einer 
Schwed le r -Kuppe l j  mit e n d l i c h e r  B e w e g l i c h k e i t .  Dies sei erwahnt als ein Beispiel 
dnfur, dak der Unterschied zwischen Unbrauchbarkeit und Unstarrheit auch im Raume nicht 
zusammenfallt mit dem zwischen endlicher und infinitesimaler Beweglichkeit. Ein noch ein- 
facheres Beispiel hierfur bieten iibrigens die sogenannten B r i ca r  d schen 0 k t a e d e r , die 
endliche Beweglichkeit besitzen.) 

Schlieklich ist in A b b. 8 ein G e r u s t ganz iihnlich den1 des T u r m e s von Halberstadt 
~kizziert '~),  (die ,,unsichtbaren" Linien sind in der Abb. der Ubersichtlichkeit halber nur teil- 
weise - gestrichelt - eingezeichnet) das mit seinen vier- bzw. achtgliedrigen Ringen ein 
weiteres Beispiel dieser Anordnung bietet. - Wie diese Anwendungen zeigen, sind die hier 
behandelten Gliederungen dem praktischen Statiker gelaufig, eben deslialb durfte die hier 
gegebene mehr prinzipielle Untersuchung viclleiclit nicht unnotig erscheinen. 270 

1 4 )  H. E b I I  e r , D. V. L. Juhresber. 1931, 8. 269 bis t'dh. 
l 6 )  Dic ,.Hutte", 25. Aufl., Bd. 3, 8. 314, Abb. 1:h. 
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